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Die Bildungsgesetze der statischen Gleichungen elastischer Balkenträger 
bewegen sich — wie ich in der von mir iin Jahre 1892 veröffentlichten^) Schrift: 
> Vereinfachung in der statischen Bestimmung elastischer Balkenträger« nach- 
gewiesen habe — im Rahmen der ebenen Geometrie. 

Sämtliche statischen Gleichungen lassen innige Beziehungen zur Parabel 
erkennen, und zwar können bei Auftreten vertikal wirkender Lasten P zur Er- 
mittelung der Einflußwerte dienen 

für die Querkräfte: das Linienpaar und die Gerade, 

für die Biegungsmomente: die Parabel und die Doppelparabel, 

für die Richtung der Tangente an die elastische Linie: die kubische 

Parabel und die kubische Doppelparabel, 
für die Einbiegungen: die biquadratische Parabel und die biqua,dratische 

Doppelparabel. 

Verwendet man diese Kurven beziehungsweise gegenseitig als Leitlinie 
und. Erzeugende zum Beschrieb je einer räumlichen fläche, so erhält man in 
letzterer den geometrischen Ort der Einflußwerte rj und die statische Größe ist 
dann 2{nP)' 

Querkräfte und Biegungsmomente sind nur von den äußeren Kräften ab- 
hängig und sofern diese äußeren Kräfte bekannt sind, spielt das Trägheits- 
moment des Balkens keine Rolle. Im vornherein bekannt aber sind die äußeren 
Kräfte nur in zwei Fällen, nämlich wenn der Träger an zwei Stellen vertikal 
und an einer Stelle horizontal gestützt ist (freiaufliegender Träger) oder wenn 
der Träger nur an einer Stelle vertikal, dagegen aber an zwei Stellen horizontal 
gestützt ist (freie Konsole). In allen anderen Fällen ist der Träger entweder 
labil oder es treten überzählige Stützkräfte auf. Letztere lassen sich zwar 
durch geeignete Anordnung von Zwischengelenken aufheben (Gerber-Träger, 
Dreigelenkbogen), doch ist hierbei wohl zu beachten, daß dann jeder durch 
Zwischengelenke abgegliedeite Einzelträger für sich einer der beiden vorge- 
nannten Grundbedingungen für die Stabilität genügen und so entweder zwei 
vertikale und eine horizontale, oder eine vertikale und zwei horizontale Reak- 
tionen erfahren muß. 

Diese Reaktionen können wohl auch in den Gelenken wirken, dürfen aber 
dann nicht zugleich als Reaktionen des benachbarten Einzelträgers aufgefaßt 
werden. Ein Gelenkpunkt ist nämlich im Gleichgewicht, wenn 
auf denselben zwei gleich große und entgegengesetzt gerich- 
tete vertikale und zwei ebenso beschaffene horizontale Kräfte - — - 
— im ganzen also 4 Kräfte — wirken. Von diesen können 
stets nur zwei Kräfte und zwar eine vertikale und eine hori- 
zontale als Reaktionen betrachtet werden. Ist eine einzige -^^*^- *• 
Kräftekombination möglich, bei welcher für einen Einzelträger den Grundbedingun- 
gen nicht mehr genügt wird, so ist das System labil und somit unbrauchbar. Ver- 
bleiben überzählige Stützkräfte, dann lassen sich die gegenseitigen Beziehungen 



*) Leipzig: B. G. Teubner. 
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zwisclien den Sttitzkräftcn, sowie letztere selbst nur aus den Wechselbeziehungen 
der inneren Kräfte zu den äußeren niit Hülfe der Einbiegungsbedingung ermitteln. 

Die Einbiegung aber ist als elastische Formänderung vom Trägheits- 
momente abhängig. Somit kann die erwähnte räumliche Fläche — das biqua- 
dratische Paraboloid ~ nur für einen einzigen Fall gelten, nämlich dann, wenn 
der Balken durchaus gleiches Trägheitsmoment besitzt. In jedem anderen Fall 
verzerrt sich die räumliche Fläche entsprechend dem Wechsel des Trägheits- 
momentes. 

Das gleiche tritt ein für die Richtung der Tangente an die elastische Linie. 
Dagegen gelten für die Querkräfte und Biegungsmomente die eingangs ange- 
gebenen räumlichen Flächen allgemein. Denn sobald die Sttitzkräfte aus den 
Elastizitätsbedingungen entwickelt sind, können sie genau ebenso in Rechnung 
gesetzt werden wie äußere Kräfte, deren Größe schon im Voraus bekannt war. 

Am wenigsten praktische Bedeutung hat die Richtung der Tangente an 
die elastische Linie. Ist deren Kenntnis in einzelnen Fällen, wie es beispiels- 
weise bei Drehbrücken vorkommen kann, erwünscht, dann wird man ebenso 
leicht die Einbiegungsgleichung benutzen können, durch deren Differentiation die 
Richtung der Tangente an die elastische Linie erhalten wird. 



I. Balkenträger. 

Nach den obigen Darlegungen spielt die Einbiegung in der ganzen Statik 
eine so große Rolle, daß es sich verlohnt, eine nähere Betrachtung über die 
Grundgesetze derselben anzustellen. Dabei sollen ausschließlich vertikal wir- 
kende Kräfte vorausgesetzt werden. 

1. Einblegiing bei durchweg gleichbleibendem Trigerqaawhiiltt. 

a) Kooientrierto Bdailnnf . 

p Hat der in seinen Endpunkten freigestützte Trä- 

^ _-z - J ger von der Stützweite f durchweg gleiches Träg- 

k *— — I Ä heitsmoment, so verursacht eine in der Entfernung « 

L, 1 J vom linksseitigen Auflager stehende vertikale Last P 

Abb. 2. äJQ der Trägerstelle x die Einbiegung 

inn X > « j 

(I), 



Cx=- 



iSltß 

p 



^ {[(x -h z) (2i - (cc -^ «))]» - [(x - a) (2i - (aj - a))]»} wenn x > « 



48Z«6/ 



{[{x -h z) (2i - (sc ■+■ «))]* - [(« - x) (21 - (« - x))Y} wenn x < « 



wobei e den Elastizitätsmodul und das Trägheitsmoment bedeutet. (Die Ab- 
leitung dieser Formeln ergibt sich ohne weiteres aus Gl. (4 b) der eingangs 
erwähnten Schrift, Seite 19, wenn entsprechend der dortigen Bezeichnung 

C = * "*"— und 5 = * gesetzt wird.) 

<6 i l 

Ist X, z und i je ein Vielfaches von d (Faehweite), nämlich xa()<cf; 
z=Q,d\ lr=Xdy so erhält man die Gleichungen 
/ftp 

cx = ^g j,^^ {[(Px + Q.) (21 - (e. -h Q.))Y - [(c>x - Q.) (2i - (e. - (>.))]»} für Q. > e. 

Cr = ^l\^^^ {[(t'x + Q.) {-a - {q, + Q.))]* - [(e. - e,) (2i - (o. - (>,))]»} für p. < (>.. 
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AuB diesen Gleichungen geht hervor, daß die Ausdrücke (Qx-hQ») alle 
ganzzahligen Werte von bis 2 A, die Ausdrücke (Qx — Qm) bezw. (q^ — Qt) alle 
ganzzahligen Werte von bis l durchlaufen können und daß die Ausdrücke 
(21 — (q^ -h ^.)) ^ind (2i — (qm — (>,)) bezw. {2l— (qm — c»)) jedesmal die Ergänzung 
der vorgenannten Ausdrücke zu 2il darstellen. Man erhält daher für die beiden 
Glieder der Gleichungen die gleiche arithmetische Reihe und überzeugt sich 
leicht, daß füi* die Einbiegung sämtliche (möglichen) ganzzahligen Glieder dieser 
Reihe teils als positiv, teils als negativ maßgebend sind. Es entsteht gleichsam 
ein Kreislauf, für welchen nur die Lage des Nullwertes der negativen Glieder 
gegeben sein muß. Und diese Lage setzt der Wert ^, -+- ^. = 2 (^, fest. 

Ein Beispiel möge dies weiter erläutern. 

Gegeben sei ein Träger auf 4 gleichweit entfernten Stützpunkten. Auf 
den Träger soll an jedem Stützpunkte und in der Mitte jedes Feldes eine 
Vertikallast P wirken. 



R Fi a ft B 
-d- + -d--{>"d--{-d"|"d— 



8 p ft Fi a 



"i-Xir- 



B 



Abb. 8. 
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Glieder 



Es ist sohin X» 6 und 2X= 12 
gende Reihen 

Far EinblegODg an SteUe C ist (»x » 2 ; 2 (»« = 4, 
folgUeh Wert der negativen Reibe korrespon- 
dierend mit dem Wert (4*8)' der positiven Reihe: 

121 

400— 400= 
121= 608 
»1024 
121 = 1104 
400= 896 
729= 496 




Für den { } Ausdruck erscheinen fol- 



= 729 - 
= 1024- 

= 1225 — 
= 1296 - 
= 1225 - 
= 1024 — 1024 
= 729 
= 400 
= 121 
= 



'(Po-hÄ) 

Pi 
•(ft-+-C)| 
•Pa 

'(ftH-D)| 
•P* 

' (Pe -h B) 



48*6-e^ 



=^Cc 



Ergebnis 



Fflr Einbiegung an Stelle D Ist ^x = 4 ; 2 ^x » 8, folglich 

Wert der negativen Reibe korrespondierend mit dem 

Wert (8*4)' der positiven Reibe: 
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Hierbei bezeichnen die Weite cc und cd die Einsenkungen der Zwischen- 
stützpunkte C und D gegenüber der ursprünglichen spannungslosen Lage des 
Trägers. Sind die Stützen starr, so ist cc = und c/> = und es verschwindet 

der Faktor — -- . 

Etwaige Senkungen der Endstützen A und B können auf geometrischem 
Wege berücksichtigt werden, wie gleich gezeigt werden wird. 

Die beiden in Obigem tabellarisch gefaßten Gleichungen lauten nun: 

1024 C-h 896 2> = -~*3-^-Cc — OPo- 608^1 -1024 P,- 1104 Pj- 896 P* - 496 P* - OPe 

896 C-h 1024 D = ^^'^,''^ • Cz> — OPo - 496 Pi - 896 P, - 1104 P» - 1024 P* - 608 P* - OPs. 

Durch Addition und Subtraktion dieser beiden Gleichungen erhält man 

1920(C-M>) =--^-— ,— --(cc-^Ci>)-OPo- 1104Pi- 1920 Ps- 2208 P3- I92OP4- 1104 Ps - OPg 

128 (C- D) = ^^— ; '-^(cc - cv) - OPo - 112 Pi - 128 1\ =F OP3 -+- 128 P* -f- 112 P» H- OP«. 
d 

und hieraus 

a=-f [-f. J,20 • Cc — J,06-C/,] —OPo — 0,726 Pi— 1,OOOP, —0,575 P3=T=0P4 -4- 0,150 Pi-hOPe 
Z) = *f [— 1,05 • Cc-h 1,20 -C/J 4- OPo 4- 0,150 Pi :^ OP, — 0,575 P3— 1,000 P4 — 0,785 P5 — OPe. 

Hat sich nun (beispielsweise) die Stütze A um die Größe ca gesenkt, so 
ist daß für vorliegendes Beispiel gleichbedeutend mit einer Hebung der Stütze C 
um die Größe ^U ca und der Stütze D um die Größe Va ca und es wird 

C= *^f [-+- 1,20 {cc - »/3 c^) - 1,05 (<!x> - Vi Ca)\ - OPo - 0,7«6 Pi - . . . 
^= *^, [- 1,05 (cr; — V3 C^) "h l,«o (c/> - Vj C^)] 4" OPo -h 0,160 Pi -h . . . 

b) Oleichmlbig: verfeOte Belastnof . 

Für gleichmäßig verteilte Belastung q zwischen Stelle z und x ergibt sich 
aus den Gleichungen (24) der eingangs erwähnten Schrift (Seite 43 und 44) 

r -Z - 



-X — --^ i 



Abb. 4. 



(^2). 



c, = (7 J 'ö ^^ "^ ^^ ^^ ~~ ^^ f^^ -I- «) (x — «) -H 4« — x)] wenn x > ä ) 

Cx =r (Z -^^1 (2 i - (x -h «)) (« - x) [(2i-(x H- «)) («-x) -h 45C (i-x)] wenn x < 2 \ 

Für Vollbelastung auf die Strecke x wird in der Gleichung für x > a die 
Größe « = 0; sohin 

Für Vollbelastung auf die Strecke l — x wird in der Gleichung für x < « 
die Größe z = l', sohin 



^" = « ■ 24r.6^ (' ~ "")' '(^ ~ ^)' ^ ^"^ ^^ ~ ^^^- 
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Für Vollbelastung des ganzen Trägers ist 

e. = cn -f- c,ii = ~-^^i(' — x) [x' + (i — a:)' + (x -+- (i — x)) • 4x (i — x)] 



Cx = 



240^ 



X (i - x) p> -h X (« - x)] 



(3). 



2. Elnblegiing bei wechsebidem Trftgerquerschnitt 

Hat der Balken wechselndes Trägheitsmoment © und besteht er 
unter Umständen auch aus ▼erschiedenem Baustoff, so daß der Elastizitäts- 
modul « nicht mehr als gleich angesehen werden kann, so ergibt sich die Ein- 
biegung aus der Gleichung 



-'-7^i?*"'-fB('-'"'« 



w- 



(Hierin ist 9Jl das Biegungsmoment des Trägers an Stelle x.) 

Diese Gleichung geht aus Formel (26 a) der eingangs erwähnten Schrift 

(Seite 68) hervor, wenn der dortigen Bezeichnung entsprechend 5=*; 1=t 

und v«i • P = SW gesetzt wird. 

Lassen sich die Integrale nicht mehr entwickeln, so treten an deren Stelle 
Summen von Ausdrücken, von welchen jeder einzelne für die Strecke s gilt. 
Es wird dann 



-'-^■f(S-')-7f(S<'-')-) 



L 



(4a). 



^ 1_ 



Abb. 5. 



Die von l und x abhängigen Faktoren dieser Gleichung lassen sich deuten. 

Faßt man nämlich in den allgemeinen Ausdruck 

Wtp 
das Biegungsmoment zusammen, welches ein auf zwei Vertikalsttitzen freiauf- 
liegender Träger von der Stützweite l (Abb. 5) an irgend einer Stelle Xp durch den 
Einfluß sämtlicher vertikal wirkenden Lasten P erfährt, so wird die Einflußlinie für 
dieses Moment bekanntlich von zwei sich schneidenden Geraden gebildet (Abb, 6). 




Abb. 6. 

An den beiden Stützpunkten sind die Einflußordinaten = (). Die Scheitelordi- 
nate ^p der Einflußlinie liegt an Stelle Xp und hat die Größe ^p « *PÜr:*P>. Eine 
Last P an Stelle x übt den Einfluß 
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ly == " * arp, wenn x > Xp, d. h. wenn die Livst rechts von der Momenten- 

stelle steht, . , , 

rj = — (i — arp), wenn x < Xp, d. h. wenn die Last links von der Momenten- 
stelle steht 

Man erkennt nun sofort die Uebereinstimmung dieser Werte mit den von 
/ und X abhängigen Faktoren der Gleichung (4 a). Das erste Glied der Glei- 
chungen (4) und (4 a) umfaßt sonach die Momenteneinfltisse aller derjenigen 
Lasten P„ welche rechts von der jeweiligen Momentenstelle stehen, während 
das zweite Glied die Momenteneinflüsse aller jener Lasten P, enthält, welche 
links von der jeweiligen Momentenstelle stehen. Fallen Last- und Momenten- 
stelle zusammen, so kann der entsprechende Einllußwert nur in dem einen oder 
in dem anderen der beiden Glieder erscheinen, es ist jedoch gleichgiltig in 
welcheuL 

Es lassen sich sohin die beiden Glieder zusammenziehen in den Ausdruck 

t]xdx oder Cx = ^ -r ij^s. 



-/; 



0" "' 7.»- 



Da ijx = TT-^ , SO läßt sich auch schreiben 



ÖP. 








Umfassen die Ausdrücke SR nur vertikale Lasten P, aber keine statisch 
unbestimmten Größen, dann ist ohne weiteres 






Die letzteren Gleichungen gelten aber auch bei gleichzeitigem Auftreten 
von statisch unbestimmten Größen X, Y . . . noch dann, wenn die Ableitung der 
Arbeit Ä nach diesen statisch unbestimmten Größen = ist, wenn also die Be- 
dingung besteht 

Ist dagegen »y ^^^» ä"-^^''» • * * ^*^^ treten Zusatzglieder auf, die von 
den Größen cx, cr * ^ ^ abhängig sind. Es ist dann 

ü } \0 

7 tö^ 8px * - 7 ^ö öp« *^ r^fi^x öp, ^"^"^f jvr öp, ^ • • i 

wenn die Größen ^ , - . . . Koeffizienten bedeuten, welche von der Anzahl der 

Ajr . Nr 

Statisch unbestimmten Größen, von der jeweiligen Momentenstelle und von der 
Formänderung abhängig sind. 

Beweis : 

Es sei das Moment beispielsweise SK = SW^-hM;X Die Arbeitsgleichimg lautet 
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Zur Vereinfachung der Schreibweise sei '^ = ^1 sohin 
Dies in die Gleichung für ?( eingesetzt, gibt 

gor 

Femer ist aus Gleichung — = cx: 



^/«.fflj. 



Dieser Ausdruck in die Gleichung für ä gleichfalls eingesetzt, ergibt 
Nan ist aus obiger Gleichung füi' X: 






«0> 

^9t ^ ''Dl 



Folglich 



•.~ V SH ; 9Px „IT» SRöPx" «ÖÖPx* ^to»/ fc6> • ÖPx • 
Da andererseits 



^SR -^.ö^ 






so ist die Richtigkeit der Gleichung (7), soweit nur eine statisch unbestimmte 
Größe X in IiYage kommt, erwiesen. In diesem Falle ist also der Koeffizient 

JL *^ 

In ganz ähnlicher Weise läßt sich der Beweis der Richtigkeit bei Vorhan- 
densein mehrerer statisch unbestimmten Größen führen, nur wird dabei die 

Form der Koeffizienten --,... immer verwickelter, je mehr statisch unbe- 
Nx Nr 

Stimmte Größen vorhanden sind. 
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Werte c.t, cr - - . können nur dann erscheinen, wenn die statisch unbe- 
stimmten Größen X, Y... äußere Kräfte sind, und eine Verschiebung der 
Stützpunkte gegenüber der ursprünglichen spannungslosen Lage des Trägers 
nach der Richtung der Kräftewirkung J, F . . . eintritt. Die Größe dieser Ver- 
schiebungen ist eben durch die Werte cji, cr . . . ausgedrückt. 

Sind die statisch Unbestimmten X, T... ausschließlich innere Kräfte, 
hervorgerufen durch überzählige Systemstäbe, steife Knotenverbindungen und 
dergl., dann werden von vornherein die Werte cjr, cr . . . = und die Gleichungen, 
wie sie hier weiter betrachtet werden sollen, lauten: 

I -^;r -öT^ dx = l - ^ — dx bezw. 2 — - -5—^ « = 2 -— — - « . (8). 
Da 2-— ^-« = ^ , so lautet die Arbeitsgleichung 

S& OPx OPx 

« = '/,-S^'* (")• 

In dieser Form gilt die Arbeitsgleichung für alle voUwandigen Träger, bei 
welchen Axialkräfte nicht auftreten und bei welchen die Arbeit der Querkräfte, 
wie es wegen des geringen Einflusses dieser Kitlfte allenthalben geschieht und 
auch im Folgenden geschehen soll, vernachlässigt wird. 

In der gleichen Form aber gilt die Arbeitsgleichung unter denselben Vor- 
aussetzungen auch für alle gegliederten Träger, sofern nur der Wert in der 
hierfür entsprechenden Weise dargestellt wird. 

Es lassen sich nämlich bei den gegliederten Trägem sämtliche Stabkräfte 
als Funktionen der Knotenmomente 3Rp und der Knotenlasten K, sowie etwa 
vorhandener statisch unbestimmter Größen (die sich schließlich selbst wieder als 
Funktionen der Größen 9W^ und K ergeben) entwickeln. 

Knotenlasten K erscheinen nur dann in der Rechnung, wenn es nicht 
gleichgültig ist, ob die Lasten P, welche der Ausdruck SW, umfaßt, teilweise 
oder ganz an den unteren oder an den oberen Fachwerkknoten wirken. Beim 
äußerlich statisch bestimmten einfachen Fachwerk ist dies nur für die Kräfte in 
den Veiükalstäben der Fall. Beim mehrfachen Fachwerk dagegen erstreckt 
sich der Einfluß der Knotenlast K auf alle Stäbe, auch wenn das Fach werk äußer- 
lich statisch bestimmt ist. 

AUgemein ist die Stabkraft S^^ 2{f'^p-h (pK-{- (»X , . .) = fW, wenn 
/; qp, w und f entsprechende Koeffizienten bezeichnen, und in den Ausdruck 
J'CooZ) die Wirkung der statisch imbestimmten Größen zusammengefaßt wird. 

Hiermit wird die Arbeitsgleichung 

«-■'.^,>^^- 

Hierin kommt der Ausdruck /*'0 dem Stabquerschnitt F gleich, und man 
gelangt zur bekannten Form der Arbeitsgleichung 

ä = V, -^4« (^^^^ 

bF 

ö:^ = ''' = -^.föp.*- 

Um den Zusanmienhang der Gleichungen (9) und (9a) noch nälier zu 
zeigen, mögen nur die Gurten eines hinsichtlich der äußeren Kräfte statisch 
bestimmten einfachen Fachwerkes betrachtet werden. Ki'äfte K und X treten 
hierbei nicht auf. 
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Bezeichnet man mit 

Fh den Querschnitt der Obergurt, 
Fn den Querschnitt der Untergurt, 
h die geometrische Fachwerkhöhe, 
Vft, ^>u den Neigungswinkel der Richtung der Öurtstäbe gegen die Horizontale, 
so ist die von dem am unteren Knoten wirkenden Momente 9DI« abhangige Kraft 
im Obergurtstab 



(k cos \p)h 
Aehnlich ist die Kraft im Untergurtstab 



& = 4- 



OhOOB^)« 



V« (A cos y')b' Fb £ U C08 v)« ^u / 




Abb. 7. 

Denkt man sich nun die Fach weite unendlich klein, so wird 9R5«9R«tB!DI; 
femer wird Ä&=rÄ« = Ä und « = -^. Die Arbeitsgleichung lautet dann 

cos fp 



J th^ i^Fö cos' tpb Fu coi' V« J 



In diesem Falle wäre also 



#«C0S*V|«></6^«*V'& . ij 

Fm COS* V'« + ^ft cos' V^ 



Man überzeugt sich leicht von der Richtigkeit dieser Formel. Denn für 
und i/;6 = o, also für ein Parall( 
Ist noch Fu = Fl, = JP, dann wird 



i^H = und 1/^6 = 0, also für ein Parallelfach werk wird © =^"^^*ä, 

Fu -+ i'V 



= ^^ 
2 

und das ist ein bekannter Ausdruck. 

Unerwähnt darf nicht bleiben, daß bei diesen Betrachtungen die Fach- 
werkhöhe h so groß vorausgesetzt wurde, daß eine Vernachlässigung des Träg- 
heitsmomentes eines Einzelstabes zulässig erschien. Streng genommen ist das 
Trägheitsmoment zweier in der Höhe h voneinander abstehenden P^lächen be- 
zogen auf die Schwerpunktsachse 

Fu +Fb 

I 

Abb. 8. 
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wenn &„ und 0b die Trägheitsmomente der Einzelfiächen bedeuten. Anderseits 

aber wüi-de dann auch die Kraft S== eine Aenderung entsprechend dem 

heoByf 

Einfluß der Größen 06 und ©„ erfahren müssen. 

Die vorstehenden Entwicklungen schienen deswegen von Wichtigkeit, weil 

aus denselben hervorgeht, daß man auch bei gegliederten Trägern mit einer 

für Vorberechnungen und in gewissen Fällen auch für endgültige Rechnungen 

genügenden Genauigkeit mit der Arbeitsgleichung in der Form 

zurecht kommen kann, insbesondere dann, wenn die Formänderung der Füll- 
stäbe, wie dies vielfach und in den meisten Fällen auch mit Recht geschieht, 
zur Entwicklung der statisch unbestimmten Größen ohnehin vernachlässigt 
werden sollen. 

Ist letztei*es der FaU, dann entwickelt man für jede oinflußnehmende 
Strecke s des Trägers den Ausdruck 

Q Fu • coa' ipu X Fb coe* t pb ^ , , /.^\ 

unter vereinfachenden Annahmen für F„ und Fb, mit welchen man es gar nicht 
sonderlich genau zu nehmen braucht, und die Arbeitsgleichung läßt sich sofort 
anwenden. 

Bei strenger Berücksichtigung der Arbeit sämtlicher Stäbe erfordert ja die 
Zurückführung der Stabkraft S auf die Momentenform bezw. die Zurückführung 

der Gleichung 81 = V» 2"- « auf die Gleichung ?( = Vi -^ - s umfangreichere 

Arbeit. Es wird jedoch hierbei der Rechnungsgang immer noch weit einfacher 
und übersichtlicher, als wenn zuvor etwa mit Hülfe von Cremonas die Stabkraft S 
nach Einzelwirkungen der Lasten P zerlegt wird. 

Ein Vorteü der Ausdrücke « « V2 -^^'« bezw. ««V«-^-— « ist es, daß 

B0 BF 

hierbei die Ausdrücke SRp, welche sämtliche Vertikallasten umfassen, möglichst 
lange geschlossen in der Rechnung verbleiben können. Mit diesen Ausdrücken 
9Wj, läßt sich ebenso rechnen wie mit Einzellasten und zwar einfacher deshalb, 
weil man nicht so viel Ballast mit fortzuschleppen hat. Denn anstatt der lang;en 
Kette von Einflüssen der Einzellasten erscheinen nur so viele Glieder als unter- 
schiedliche Knotenstellen x vorhanden sind. Die Entwicklung der angestrebten 
Einflußlinie geschieht dann am besten tabellarisch aus den Schweitelwerten der 
mit je einem Koeffizienten in Rechnung erscheinenden Größen TO^t,). 




Betrachtet man beispielsweise eine Diagonale eines einfachen Fachwerkes 
zwischen den Knoten q und (c'-+-l). Die zugehörigen geometrischen Fachwerk- 
höhen seien Ap und Ä(p-f.i). Die Stablänge sei *, deinen Horizontalprojektion d, 
der Stabquersclmitt F. 
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Die Dia^nalkraft ist 



wenn die Diagonale von links nach rechts fällt nnd 

2)^-1 ( ^^(P+ 1) _ ^np) \ ^ 

wenn die Diagonale von links nach rechts steigt. In beiden Fällen ist 

Da i/x« Xp bezw. — (^— -Xp), je nachdem aj>afp oder aj<afe, so ist 

hiermit die Arbeit der Diagonalkraft auf die Momentenarbeit zurtickgeftlhrt. 

Aus diesem Beispiel geht zugleich hervor, warum die Füllstäbe nur ge- 
ringen Einfluß auf die Formänderung üben. Es handelt sich hierbei nur um 
Produkte von Differenz weiten, während bei den Gurten die Einzelglieder 

an 

—^ ' — voll in der Rechnung erscheinen. 

Ruht der Träger nur auf zwei Vertikalstützen auf und ist gleichbleibendes 
Trägheitsmoment, sowie einerlei Baustoff vorhanden, so wird 

'-äk^-'- ■ <■"• 



Diese Gleichung kann nach dem Vorhergehenden auch für gegliederte 
Träger gute Annäherungswerte ergeben, wenn man die Arbeit der Füllstäbe 
vernachlässigen und für ein mittleres Trägheitsmoment annehmen kann, was 
namentlich bei Trägem, deren geometrische Höhen (Gurtmittelabstände) nicht 
allzusehr wechseln, in vielen Fällen zulässig erscheint. 

3. Die Uqttadratlsche Parabel als Qriindfonii der elastischen Linie 
eines zwisciien den BndstfttEen gleicliniäfsig belasteten Ballcens von gleich- 

Udbendem QnerscbnitL 

Ist ein auf zwei Vertikalstützen ruhender Träger von gleichem Trägheits- 
moment zwischen den beiden Stützen mit einer gleichmäßig verteilten Last q 

(auf die Längeneinheit) belastet, so ist SW, = — -'^*^- • q. 



Abb. 10. 

Die Einbiegung an einer Trägerstelle x ist dann nach Gl. (11) 

U X 

X / l 

= ^^ r r«'(i— «) dx — x (I fx^(l — x)dx — fx{l — x)dxV\ 



c.= j^\^x{l-x)il'-^x(l-x)). 
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Dieser Ausdruck wurde bereits Seite 9 auf anderm Wege gefunden. 

Die Form x{l — x){l^'^x{l — x)) ist charakteristisch. Sie kehrt in der 
Statik häufig wieder, so daß die Beschaffenheit der zugehörigen Kurve von 
Interesse ist. 

Der erste Sununand x(l—x)l^ läßt Beziehungen zur Parabel, der zweite 
Summand (x(/ — ac))' Beziehungen zur biquadratischen Parabel erkennen. Denn 
die Gleichung einer Parabel von der Scheitelhöhe fj und der Basis t lautet 

y' = -'" x'{l' — x') und die Gleichung einer biquadratischen Parabel von gleicher 

Scheitelhöhe und Basis ist y' = i^'(x'(f-flc'))'. 

Die biquadratische Parabel besitzt zwei Wendepunkte, deren Koordinaten 
xi und yi sich aus der Gleichung ergeben 

^«li^[2r«-12rx'-hl2x'»]-0; hieraus 5c'(i'--sc') = -• 
Sohin wird x,'— -- (l T Vi K 3) und yi' — */, fj. 
Y Y 
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Abb. 11. 

Legt man nun durch den linksseitigen Wendepunkt die Koordinatenaxen 
XY parallel zu den Koordinatenaxen X'F', so geht die X-Axe durch den 
zweiten Wendepunkt und schneidet von der Kurve die Strecke 



ab. Setzt man nun in die Formel y' ■■ 






(sc'(r— -«'))• die aus Obigem sich 



ergebenden Werte y' ^y-h Vs fJ; r = Z /3; a?' — »i'-h x « ' (l — V> l^ 3) -+- ac 

3 

= i (J^a — 1) 4- x; sowie r — x' = y (^3 -h l) — äc ein, so erhält man 



16 



l* 12 



Ix ■ 



x' — Vs fJ und hieraus 



•r)). 



F^x = ^ ist y = V9 /:•=/;.. 

Folglich ist auch 

y=^-^^x{l-x)(l^^x{l-x)l 

Der Ausdruck x (l — x) {p -\- x{l — x)) entspricht also genau einer 
biquadratischen Parabel, wobei das rechtwinklige Koordinatensystem durch 
die Wendepunkte dieser Kurve gehend gedacht ist. 
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IL Bogenträger (Hängeträger). 

1. Der Bogen im Allgemeinen. 

Betrachtet man einen elastischen Bogen, für welchen die Ordinaten der 
Bogenaxe mit /, die Richtung der Bogenaxe gegen die Horizontale mit 2t*P 
bezeichnet wird, so ist mit bezug auf Abb. 12 an irgend einer Stelle x der Bo- 
genaxe das Moment für vertikale Belastung 

5n = g)?^ — -ff/" (12) 

und die Axialkraft mit genügender Genauigkeit 8 = , wobei die Größe // 

cosy/ 

den Horizontalschub dai'stellt. 



Abb. 12. 

Unter Vernachlässigung der Querkräfte ist die Arbeit 



Läßt sich, wie dies für Vorberechnungen zulässig ist, das Trägheitsmoment 
und der Querschnitt F auf die ganze Bogenlänge gleichbleibend annehmen, 
und femer die Bogenlänge mit der Spannweite l vertauschen, so daß cos ip = 1 
und ds = dx gesetzt werden darf, so erhält man 

^^:^[fm,-Hfydx + ^flPdxj . . . (14). 

Ü Ü 

Sind die Stützpunkte unverschieblich, so ist — = o und man erhält 



/' 



ff»" -, (15). 



Wird /'=ü, so ist//=0 und es entsteht der gewöhnliche Balken. Würde 
/•== 00 werden, so ist ebenfalls n={) und der Bogenträger geht in die verti- 
kale Stütze über. Ist/* negativ, so tritt an Stelle des Bogenträgers der Hänge- 
träger. 
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2. Die biqttadrafische Parabel 
charakteristisch ffir den Horizonfalschttb parabolischer Bogentrager. 

Bei parabolischer Form des BogenB ist 



f^±^x(l-x) (16), 



4/W 

wenn fm die Scheitelordinate des Bogens bedeutet. Hiermit wird 

u 

P 



r ^X- 



1 



1 ^ 

Abb. 13. 

Der Nenner der Gleichung (15) für /f ist daher ( — h-^ /*»')^- 

Interessanter gestaltet sich der Zähler. 

Für eine Last Px= l rechts von Stelle Xc ist 

Für eine Last P« = 1 links von Stelle Xc ist 

a», = fa-a;.). 
Sohin ist 

jm^fäx = -^ [^/a:c'(« - «::)dx + jfx.(l — x.ydxl . 

Ü Ü « 

Man erkennt sofort die Uebereinstünmung des Elammerausdruckes mit 
dem Klammerausdruck der Gleichung Cx auf Seite 15 und man erhalt 

fmpfdx = ^ Jc(« — x) {f H- x{l — x)) 



für eine Einzelkraft P = 1 an Stelle x. 

Die Einflußlinie von H ist daher eine biquadratische Parabel. 

^=- -S{x{l-x){l''-^x{l-x))P^, . . (17). 



Folgen die Lasten P in gleichen Abständen d (Fachweite) und wird mit 
X die Fachzahl, mit q die Knotennummer bezeichnet, so daß l — Xd] cc = ^d, 
so wird 

g= ,/"% r-2^{e(A-p)(i'-l-p(i-p))Pp} . . (17a). 
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Für Werte x<0 und x>l gilt nicht mehr die biquadratische Parabel 
selbst als Einflußlinie, sondern die Einflußlinie geht von den Punkten x = und 
sc = Z ab in die Tangenten der biquadratischen Parabel über. 



t 



-x-^ 



■t 



r-x.-'i 



1 •-•! 



Abb. 18a. 
Denn für eine Last an SteUe !c<0 ist 2», = -(< — Xc)P. 

FolgUch j^^ = *;- f Jx. H - x,)'dx = ^ [H-i'] -x. 



Für eine Last an SteUe x>l ist 9»« = -"^'*' ascP. 

Folglich f^^ = i^^ {l - x) jx,' (l - x.)dx = ^, [H- 1"] il - x). 



Nun ist aber sowohl der Wert x wie der Wert {l — x) in obigen Gleichungen 
negativ, sohin die Ordinate der über die Stützpunkte hinaus verlängerten Ein- 
flußlinie negativ. 

Die Tangente an die biquadratische Parabel in den Punkten « = und 
x^l ermittelt sich aus 



tga: 



dy fm 



dx 



^ (f»(f — 2x) -h 2lx(l — x) — ^x^{l — x)). 

8 t 



Für sc^Oist tga=^[4-««]. 

8 * 

Für a = i ist tga = ^ [-«•]. 

Folglich ist die Ordinate der Einflußlinie für a;<0, y = ^'*,[H-iV. 

^ x>l, y=i^[-?.](x-l) = ^,[+l»](<-«), 

genau so, wie sie oben erhalten wurde. 

Die Einflußlinie für H gestaltet sich daher folgendermaßen: 




Abb. 14. 
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3. Der Doppelbogentrigen 

Unter dieser Bezeichnung sei ein Tragsystem verstanden, welches zwei 
steife Bogenträger besitzt, deren Enden durch steife Vertikalen rabmenartig ver- 
bunden erscheinen, während zwischen diesen Endvertikalen beliebig viele 
Zwischenvertikale eingeschaltet sind. 

Auf diese Form läßt sich eine große Anzahl versteifter Bogen- und Hänge- 
träger zurückführen, auch der im Brückenbau gebräuchliche Querrahmen zählt 
zu dieser Gattung. 

Den allgemeinen Typus eines solchen Trägers zeigt nachstehende Abbildung: 




Abb. 15. 

Zur Vereinfachung und übersichtlichen Gestaltung des Rechnungsganges 
seien die Betrachtungen auf folgende Voraussetzungen beschränkt: 

1) Symmetrische Trägeranordnung. 

2) Gelenkartige Anschlüsse der Zwischenvertikalen. 

3) Unterstützung in den beiden Endpunkten des unteren Bogenträgers. 

4) Auftreten von nur lotrecht wirkenden äußeren Kräften. 
Im folgenden sei bezeichnet mit: 

R der Horizontalschub im oberen Bogenträger bezw. der Horizontalzug 
im unteren Bogenträger, 

ÜHo das Biegungsmoment des Tragsystems am Kreuzungspunkte der 
Axen des unteren Bogenträgers und der Anfangsvertikalen, 

Zo, Zi , . . Z\ die in den einzelnen Vertikalen wirkenden Axialkräfte, 

9Rft, 06, Fh Biegungsmoment, Trägheitsmoment und Querschnitt des obe- 
ren Bogenträgers, 

ÜR«, 0«, Fu desgl. des unteren Bogenträgers, 

9K.0, 0*0, ^«0 desgl. der Anfangsvertikalen, 

9K,x, 0.x, F»\ desgl. der Endvertikalen, 

i^,p Querschnitt der Zwischenvertikalen, 

/; der Vertikalabstand der Axe des oberen Bogenträgers über der 
durch den 0-Punkt (Schnittpunkt der Axen des unteren Bogenträgers 
und der Anfangsvertikalen) gelegten Horizontalen (welche nach den 
Voraussetzungen zugleich durch den Schnittpunkt der Axen des 
unteren Bogenträgers und der Endvertikalen geht), 

fu der Vertikalabstand der Axe des unteren Bogens über vorgenann- 
ter ideellen Horizontalen, 

l die Stützweite des Tragsystems, 

s Strecke einzelner Trägerteile, 

V», V« Winkel, unter welchen die Axen der Bogenträger gegen die 
Horizontale verlaufen, 

A, B Stützdruck des Tragsystems, 

r,,y r„ Vertikallasten, welche auf die Bogenträger wirken, 

a Horizontalabstand einer links von der Momentenstelle stehenden Last 
oder Kraft vom Momentendrehpunkt. 
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Es ist dann mit Bezug auf Abbildung 16 das Moment an Stelle x des 
oberen Bogenträgers: 




V / 

das Moment an Stelle x des unteren Bogenträgers: 

-h ÜR. = - f- 1 Za - il a; -h i P„ a - ^/„ 4- ÜJlo) . 

V / 

(Für diese beiden Ausgangsgleichungen wurden gemäß Abbildung 16 die 
Vorzeichen so gewählt, daß die Uebereinstinunung des Aufbaues der ferneren 
Gleichungen für die wichtigsten statischen Größen auch klar in die äußere 
Erscheinung tritt.) 

Nun ist 

X -T ^-^ * A - i P, . a = 4- 9Wp5 , 
« 

wenn mit -h 9Kp6 das Moment eines auf zwei Vertikalstützeu freiaufliegenden 
Trägers, auf welchen Vertikallasten Pt, wirken, bezeichnet wird. 
Dies oben eingesetzt gibt 



wonn 



£Z'a = i:Za -hx£^ * K, bezw. Z'o = Zo-h£- ^Pu. 



Weiter ist 



ac^ i-_^ P« - -^P„a = -h 5Rp„, 

l 



wenn mit ÜRj« das Moment eines auf zwei Vertikalstützen freiaufliegenden Trä- 
gers, auf welchen Vertikallasten P« wirken, bezeichnet wird. 
Hieraus ist 



femer ist 
sohin 



^ p„a = - 3Hp„ 4- sc-^ '-^ P«, 

« 



Ax = x2^—-{Pi-V-Pu\ 
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— Ax -h £ Pua = - ^pu- x£—^~ Pö. 
* 

Dies in die Gleichung für 9Jl« eingesetzt, ergibt 



Die in den einzelnen Teilen des Tragsystems wirkenden Momente und 
Axialkräfte sind im folgenden zusammengestellt: 

Moment Azlalkraft 

Oberer Bogenträger: ^, = ^1^- Hf, + Wio- £Z'a; _-I_j<^^f'| 

Unterer Bogenträger: — ?K«= — ÜJl^— H/L-ha»o — -^'Z'a; H \ Oenauig- 

Anfangsvertikale: 3»^ = - Jffy + SKo ; Zo=Zo'- ^~pJI ^ 

i 
Endvertikale: ÜK.x--h(aR^>-iyy-haHo--y-^'a; Zx 



Zwischenvertikale: Z 

Hiermit ist die Arbeit 

''-■'• liI(^0.-(^rl>itC*<''l-(^'-»)J-»'/[fci.vH 



birv^-).]-4^'] ■ - ■ ■ • <">■ 



Hierbei ist zu beachten, daß im Ausdruck -^(— ) a^ch Zx enthalten ist. 
Es ist aber 

Zx = - (JZS, -h Zi -h Ä -h . . . Zx-i 4- -^Pft) .... (20), 

und muß in dieser Form eingesetzt werden. Außerdem ist nach dem Voraus- 
gehenden 

Zo^Zo'-£~P, (21) 

zu setzen, da in den Momentenausdrücken nicht die Kraft ^, sondei*n die 
Kraft Zq enthalten ist. 
Es ist nun 



8« 



=jbö^nH«)-^jUö^^4x^-^fcä^r).= ^' 



^^ 



85Wc 

' ' ' 

Bezeichnet man die einzelnen Ableitungen ^ — der Reihe nach mit einem 

Index 1' = ^; also 

8^^/8Sl\ ^ Ö«__/8a\ 

8Zi ~" löZi/i ' hZi ~~ V8^/> 

891 /?)9I \ 
allgemein ^ — = ( — -j und bildet man aus zwei bezüglich des Index v aufein- 

(891 \ 89( 

^j unter Miteinbezug der Ableitung ^^^ den 

Ausdruck 
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SO entstehen ^—1 Gleichungen, in denen die Glieder Z^ bei den Momenten- 
ausdrücken für die Werte ^ > •' verschwinden und nur für die Werte q<iv 
bestehen bleiben. 

Denn für irgend eine Elinzelkraft Zj> ist das Moment 

düR, = — Zp • a = — Zp (sc — £Cp). 
Sohin ist 

Femer ergeben die Gleichungen (18) für 5K die Ableitung 
Es ist sohln 






V8ir(p+i)/v+i V 9Zp /v v-^^/ / 9$0j^ 

= — [(ac — a5(v+i)) — (x — fiCv) -h (aJ(H-0 — aiv)] = 

und Z^ verschwindet aus der Gleichung. 

Dies ist aber nur der Fall, so lange die Integralwerte für die Ableitungen 

/|(m)\ f-?^^) und -1^#'^ innerhalb der gleichen Grenzen bleiben. 

Man tiberzeugt sich leicht, daß dies nur dann eintritt, wenn ^ > y -»- 1 bezw. 

(> > y ist. In allen anderen Fällen kann der Faktor von Z^ nicht werden 

Y^ die Axialkräfte Z in den Vertikalstäben ist von vornherein 

^^^ =0; es bleibt dfiJier für irgend eine Einzelkraft ^p nur noch der Ausdruck 

Vözp+i/H-i Vözp/v' 

Für Z^Z\ ist sowohl (g^-) wie {^\ =— l, wie aus Gleichung 
(20) hervorgeht 

Sohin ist für Z\ der Ausdruck {^^ - (^) = 0. 

Überhaupt nur die Kraft (Zp)v als Abhängige der Axialkraft. Sohin kann der 
Ausdruck (^ j ~(;r^) Jeweils nur zwei Kräfte Zp umfassen nämlich 

(^+i))(H-i) und (Zp)v. 

Werden die Übrigen statischen Größen, welche der Ausdruck (22) umfaßt, 
in der Bezeichnung (Funktion /f, SWo, P)(v-f i) zusammengefaßt und mit «v, v+i 
die aus dem Rechnungsgange sich ergebenden Faktoren der Kräfte Z bezeich- 
net, so entstehen ^— l Gleichungen folgender Form: 

«Ol ZJ -h «11 Zi = (FunktÄ ÜJlo P)i 

«o> ZJ H- «n J^ H- «« Z% = (Funkt.£rüHo P)> 

«OS Z^ -h «IS Zi -h «si -2^ -h «ai 2^ = (Funkt.£raRo l^z \ (23). 



«oX-iÄ'4-«i(X.i)ZiH-aj(x-i)ÄH-a3(x-i)^-4-...a(X-i)(x-i)JZx-i = (Funkt.i/ÜMoP)ji-i 

Aus diesen Gleichungen erhält man die Kräfte Zi , Z% . . , Zk-\ in sämt- 
lichen Zwischenvertikalen als Funktionen der Kraft Zo', während man 
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ohne Anwendung der Gleichung (22) ?-— l Gleichungen mit je ebenso 
vielen Unbekannten vor sich gehabt hätte. 

Zur Entwickelung der Werte ZJ, 5Ho und H dienen dann nur noch die 

Ableitungen ^ , , -^ - und — . Einfacher kann sich jedoch der Rechnungs- 
gang gestalten, wenn man lediglich noch Zo als Funktion von Hy 9Ko und P 
entwickelt und dann die Grundgleichungen neu aufstellt, so, daß sie nur noch 
die Unbekannten Wo und H enthalten. Hiermit werden die Ableitungen 

- -y und jT— unabhängig von den Kräften Z. 

9) Parabolischer Doppelbosenlrlger. 

Nachdem im Vorhergehenden die Lösung für den allgemeinen Fall ange- 
deutet ist, sollen nun behufs Gewinnung eines besseren Ueberblickes über die 
hochinteressanten Gesetze weitere Beschränkungen vorausgesetzt werden. 

Die Seite 20 gemachten 4 Voraussetzungen bleiben fortbestehen. Hierzu 
konMnen 

5) Parabolische Form der beiden Bogenträger. 

6) Wegfall der Anfangs- und Endvertikalen, so daß sich die Axen 
der beiden Bogenträger an den Stützstellen schneiden. 

7) Gleichbleibendes Trägkeitsmoment und gleichbleibender Quer- 
schnitt, sowie gleichartiger Baustoff in jedem der beiden Bogen- 
träger. Oberer Bogenträger jedoch verschieden vom unteren 
Bogenträger. 

8) Gleiche Abstände der Veiükalen. 

9) Vernachlässigung der Arbeit für die Kräfte in den Zwischen- 
vertikalen. 

10) Vertauschung der Bogenlänge mit deren Horizontalprojektion. 

In diesem Falle sind sonach unter den Werten 06, 0« und Fbj F„ mittlere 
Trägheitsmomente und mittlere Querschnitte, wie sie der Venauschung der 
Bogenlänge mit deren Horizontalprojektion annähernd entsprechen, verstanden. 

Die Arbcitsgleichung (19) vereinfacht sich in diesem Fall und zwar wird 



Hierin ist vorausgesetzt, daß die beiden Bogenträger aus einerlei Baustoff 
bestehen. Ist dies nicht der Fall, dann läßt sich der Unterschied im Verhältnis 
bei den Größen und F berücksichtigen. 

Setzt man noch zur weiteren einfacheren Schreibweise 



so ist 



05 = ^0« und ö*/-^ -H-M = C (25), 

^^^\{mr;'^9^r?)dx^ClH^\ (26). 



Hierin ist wie fiüher Gl. (18) 

gjlft = 5)U - Hfl, +- 5»o - 2:Za 
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Bezeichnet man mit d den gegenseitigen Abstand der Vertikalen^^der ent- 
sprechend Voraussetzung Ziff. 8 konstant sein soll, so ist SW^ 

zwischen 3c=0 und sc = ld:ÜJJft=9R,6--jBy6-+-9Bo----Z'o'(«— Od), 

x=rld» x:::=2d'Mb^^p,—Hfu-+-^o—ZoXx-Od)-Zi{x—ldl 
x = 2d » x==Sd'MH==^pö—Hft-i-'!ßlo—Zo'ix-Od)—Zilx''ld)—Z»(x-2d) 

u. s. l 

Femer ist —UM« zwischen 

x=Ounda;=ld:— gR„= — 5R;« — H/Lh-SKo — J2S)'(x — Od), 
5c=ld » x = 2d:—Wu= — ^pu — Hfu'h^o — Zo'{x--Od) — Zi(x—ld)^ 
x==^2d » x^Sd:—^u^ — ^p^'-Hfu-h'Slo — Zo'lx-Od)'-Zi{x—ld)-Z,{^^ 

u. s. f. 

Allgemein ist also für Stelle x 



gjj, = (SK^ - fr/5), -h SKo - -i'-^p' (x-Qd) 



- g»« = (- TOp. - JJA), -h ajio - -^^p' (x - ?d) ? 



. (27), 



X 

wobei zu beachten ist, daß im Ausdruck £Zp{x—Qd) nicht die Kraft Zo, aber 



die Kraft Zo' = Zo-h ^^''^ Pb enthalten ist. Außerdem sind aber sämtliche links 

von X stehende Kräfte Z^ darin enthalten. 

Nach Einsetzung der Werte SM» und W„ in die Arbeitsgleichung (26) ergibt 
sich aus 

{^~\ = HJifb-hdf.) (x-vd)dx-{l -h d)ÜJlor(x- rd)tto 

vd vd 

+ (H-^) f^Zp'r(«-*'d)(x-^d)dx-r-^Zp' A« 

vd ^"^ pd 

— f(5»i* — ^Wp.)(x — i'd)daj = (28). 

(S) "" "" ^/*^^' "^ ^A)^2c + (1 -h ^) ÜJloJdaj - (1 rf. d) ^Zp'A« - erf)rfa; 

u U . pd 

/ 
-¥'f{^pö-'^^PH)dx=^0 (29). 

Ü 

Nun bildet man mit vorgenannten Ausdrücken die Gleichung (22): 

Die von £r, 3Ho, -ZT und UM, abhängigen Glieder dieser Gleichungen haben 
folgende Faktoren: 
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1) Faktor %h der Größe H, 

i 



(v-)>l)({ vd 

(v+l)d vd 

= -j(/6 + ^A)(a5-(i'4-l)d)dÄ4-r(A-f-^A)(«-»'d)dx. 

u 

Da ft-hOfu = ^^^^^^^«(«— aj), wenn mit /h, und /;« die Scheitelwerte / 



der Parabel für cc = -^ bezeichnet werden, so ist 

2 

(v+Od 



ü 

Es i8t aber jl(j - a,) (x-rd)dx = '-<!!** -<»"**- »^' + ^'- 

J^ 8 4 9 8 






(v+l)il 



Ebenso ist fx{l-x){x-{9-i-l)d)dx= - ^ (»'-+- l)»(2X-(yH- l)). 
ü 

Folglich g, = + ^^^f^-^ d«[(»+ l)'(2i-(»+ 1))-»'(21-»)]. 
Das von J7 abhängige Glied der Gleichung (22) lautet sonach 

^a.H= + ^^^^^^!^P^d*E[i{t+iy-f*)-2X-{i*-hiy-**)] '. (30). 

8 4 

Der []- Ausdruck gibt 

fürrs=0: lx2i— 1 

rx=l: 7x2^- 15 

y:=2: 19x2i— 65 

r=r3: 37x2X— 175 

f«4: 61x2i— 369 

»' = 5: 91x2X— 671 

»'=6: 127x21—1105 



r «1-2 :((l-l)»-(;i- 2)0x21- ((1-1)*-(1- 2)*). 
2) Faktor ggt, der Größe (1 -h_^)3Wo. 



(v-f-l)<l vd 

(v+l)d 



t / f 

5«.= — MX — (i» -h 1) d) d« -^f{x'-Pd)dx — djdx 
'-* - 

v+l)d vd 

»/"(ac — (y 4- 1) d) dac — /*(« - f d) da?. 

u 

J{x--fd)dx=^^''f. 



Es ist aber 
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Ebenso ist J(a:-(^-h l)d)dx« ~ ^^•^ V^ • 



g«^ ^((.+ 1).-,.). 



Folgüch g^^ ^ 

Das von (1 -f-0)9Ho abhängige Glied der Gleichung (22) lautet sonach 

S«.(n-^)a»o = -(n-^)yaWo[(i'-M)*-^'] . . . (31). 

Der Klanunerausdruck [] gibt 

mr f = 0: 1 
1^=1: 3 
t^2: 5 
^ = 3: 7 
y = 4: 9 

i. = A-2:(i-l)«-(A-2)«. 

3 ) Faktor %, der Größe (l H-^)^ p. 

Für^<«': 

/ / i 

g, = I (x — (f -f- 1) d) {x — ^d) cix — I (x — fd) (x — ^d) c2a5 -I- ci I (ac — Qd) dx 

(1»+I)d vd pd 

(v+l)d ^ pd 

= — Kac — (»-+- 1) d) (x — Qd) dx + l(x — yd) {x — ed)dx — dUx — ^d) dx. 





Es ist aber 

vd 



j{x-Vd){x--Qd)dX = ^^-{v-^Q)d^^PQd'x'^^^^[BQ-ty. 



u 

Ebenso ist 

{v+l)d ^ 

j(x - (»- + 1) d) (« - Qd) dx = -^- [3q -(*+ 1)] (» 4- 1)'. 

U 

Femer ist 

dj{x — Qd)dx = — Q^ - . 



FolgUch 
8.= f [-(3^-(i'-hl))(yH-l)'+(3(?-r).«H-3(?»]=^[((i'-^)H- l)«-(.-^)'] (33). 

Sohin das von (1 -+■ €) Z^ abhängige Glied der Gleichung (22) für ^ < f: 

8. (H-l^)^p = (H-^)^^p[((.-^) 4- !)'-(•'-(?)•]. 

Der []- Ausdruck gibt 

für r = 0: (1 — e)' — (0 — qY gültig für ^ < 1, 

» f=l: (2 — ^)* — (1 — ^)* » » ^<2, 

» y = 2: (3 — e)*— (2 — ^)' » » ^<3, 

U. s. f. 
für y = A - 2: ((^ - l) - ^)' - ((^ - 2) - qY gültig für ^ < A - i. 
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Die entsprechenden Faktoren von {i-^^)Zp werden sonach: 

f-O 1 

1'= 1 7 1 

^ = 2 19 7 1 

1» = 3 37 19 7 1 

^ = 4 61 37 19 7 1. 

Für ^ > •': 

g. = /*(« — (y 4- l) d) {x — Qd) dx — f{x^vd) {x— Qd) dx-hd f{x--Qd)dx^O (32a). 

Folglich das von {\-{'d)Zp abhängige Glied der Gleichung (22) ^0. 
4) Faktor %p der Größe {P^—OPn). 



gp {P, — ePn) =- /(ÜWjrf. - OfSn^) (cc - (* -h 1) d) dx + /(ÜRpfc -OySlpn) {x - fd) da? 

~d r(9Wpfc-^aR^)<fx. 

u 

Es ist aber 

/ X i 

f^^'^-^dx^^^^^-jxix-vd) dx^^f(l-x){x^vd)dx. 

'td td X 

Der erste Integralausdrack gilt für Lasten P„ welche rechts, der zweite 
Integralausdrack für solche Lasten P,, welche links von der Momentenstelle 
stehen. 

Für < ac < rd ist eine Momentenstelle nicht vorhanden. Folglich wird 
hierfür der erste Integralausdruck = und es bleibt nur 

— t{l — ae) (sc — vd) dx, 

X 

In diesem Falle ist die untere Integralgrenze x = vd 
fj(<-x)(x-.d)d« = fp|-f-i('d)x+(*d)^]^=f-//-rd)'. 

vd 

Für vd<x <l erscheinen die beiden Integrale 

X X 

—- \x {x — vd) d X -i- — l{l — x) {x — V d) d X = — *|a3 (a? — rd) d x 

X XXX 

— ~/(i — x){x — vd)dx-^ — i {l — x) (x—rd) dx = lx{x—rd) dx—xl (x — rd) dx 

vd "td "td '»d 

+.7 (' - "')•= [t- "T'l- - [ f - c*-!-^ f. " - '"»* 
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Aus den Entwickelungen für die beiden Fälle geht hervor, daß das Glied 
-f- — (Z — pdy für alle Laßtenstellungen erseheint, während das Glied — -{x — fdy 

61 6 

nur für Lastenstellungen x>vd hinzutritt, für Lastenstellungen x<rd aber 
den Wert annimmt. 

Was das letzte Glied in der Gleichung für gp(P6 — *P«) betrifft, so ist 

X t 

I -— dfic = -'^jxdx -4- y |(i -'x)dx = V« x{l — x). 

ü X 

Sonach ist das von der Größe {Pb — ^P«) abhängige Glied der Gleichung (22): 

%.{Pb-ePu)^[-f^[{i-{v^i)dy-ii--fdyy^x{i-^^^ 

x{Pt-dPu) (33), 
wobei im letzten Glied dieser Gleichung die Ausdrücke (sc — (f h- l) d)' und 
{x — ifdy wie bereits erwähnt nur positive Werte annehmen können und für 
negative Werte verschwinden. 

Setzt man wieder l = ld; x = Qdy so ist 

g/>(P5-^P«) ' 

Der []-Ausdruck des ersten Gliedes 

(A - (y -M))' - (iL - i')' = - 3A (i - (2^ -M)) - ((r -M)' - t=) 
gibt für 

v = : — (Sil (iL— 1) -4- 1) 
1^=1 : -(3i(JL-3)-h 7) 
r-2 : -(3;1(;L-5)-M9) 
y = 3 : — (3i(i — 7)-h37) 



P^X^2: -[3A(i-(2i-3))-h((i-l)'~(i-2)»)]. 
Das zweite Glied in der Gleichung (33 a) ist von 9 unabhängig und bleibt 
konstant für sämtliche Werte r. 

Der Klammerausdruck { } des dritten Gliedes der Gleichung (33 a) gibt 

für f = 



v= 1 
r = 2 



, L , V, 1 Die einzelnen Klanunerwerte 



a>-2)»-(^-l)» 
(^-3)«-(c>~2)' 



(P - 0)', (q - 1)», ((? - 2)» . . . 
dürfen nur positive Zahlen sein, 

, ,^ , ,, ,w« , „ ftN\8 I andernfalls sind sie einzeln =o. 

r = Z - 2: (e - (^ - 1))' - ((> - (i - 2))» 

Die Summe der Gleichungen (30) bis (33), welche der Gleichung (22) ent- 
spricht, wird behufs Bildung der Differenzreihen am besten tabellarisch gefaßt, 
wobei die konstanten Faktoren ausgeschieden und an den Kopf der Tabelle 
gesetzt werden. 

Differenzreihen 4. Ordnung erscheinen nur dann, wenn i> 6 
» 3. » » » » » il> 5 

» 2. '' » » » » il> 4 

» 1. » » 9 ^ »1>3 

Ausgangsreihen erscheinen nur dann, wenn . . . . i> 2 
Die Differenzreihen 2., 3. und 4. Ordnung sind von 9J}o unabhängig, also 
gelten sie auch dann, wenn aRo = 0. (Gelenkanschluß der beiden Bogenträger 
über der linksseitigen Stütze.) 
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fbm-¥»rum 


-ii + d) 


+ (1 + ^) — 

6 


-i 




.f. 


-^P«) 






Xd^H 


üb' 


Zi 


Z2 


z% 


Zi 


Zi 


... 


i 

1 


o 
1 


M 
1 

+ 


M 

CT 

1 


CO 

1 
+ 


1 
+ 


1 







l(2i)- 1 

7(21)- 16 

19(2;i)- 65 

87(2;i)- 175 

61(2;i)- 869 

91(3A)- 671 
137(2;i)~1105 



6(3A)- 14 
12(3A)- 50 
18(2;i)-110 
24(2A)-194 
80(3A)-802 
36(2;i)-484 





















1 














7 


1 






1 






19 


7 


1 




1 






87 


19 


7 


1 




11 




61 


87 


19 


7 


1 


18 


127 


91 


61 


87 


19 


7 1 



12 ;i- 


- 86 


12A. 


- 60 


12A. 


- 84 


12 ;i. 


-108 


12 ;i. 


-182 




24 




24 




24 




24 



AnBgangBrelheii nach Gleichung (22) 

ZXil- 1)+ 
jA(A- 8)+ 
ZXil- 5)4- 
ZXil- 7)+ 
8A(^- 9)+ 
81(^-11)+ 
8A(1-18)+ 





+1 


-1 


4-1 














+1 




-1 


4-1 












+1 






-1 


4-1 










4-1 








-1 


+ 1 








4-1 










-1 


4-1 






4-1 












-1 


4-1 


127 


4-1 














-1 



2 


6 


1 








1 


2 


12 


6 


1 








2 


18 


12 


6 


1 






2 


24 


18 


12 


6 


1 




2 


SO 


24 


18 


12 


6 


1 1 


2 


86 


30 


24 


18 


12 


6 1 1 





6 


5 














6 






1 










6 






5 


1 








6 






6 


5 


1 






6 






6 


6 


5 


1 



Differensrellieii 1. Ordnung 

— 6^4- 6 
-6;i4-12 
-6^4-18 
-6^4-24 
-6A4-8O 
-6I4-86 

DUTcrensreihen 2. Ordnung 

6 ' 

6 

6 

6 

6 

Differenzreihen 3. Ordnung 



14 1 

14 1 , 

14 1 

1 4^1 



Differenzreihen 4. Ordnung 







-1 -8 


4-8|4-l 










-1 


-8 4-8 


4-1 










-l|-8 


4-8 


4-1 



4-1 



+ 1 

-2 

4-1 



-1 



4-8 -3 

-1 ! 4-8 

-1 



4-1 

-8 
4-8 
— 1 



4-1 

-2 

4-1 



4-1 

-2 

4-1 



1 



+ 1 

-3 

4-3 

-1 



4-1 

-8 
-h8 



4-1 

-2 



4.1 
-8 





4-1 


-4 


4-6 


-4 


+ 1 


1 








4-1 


-4 


4.6 


-4 


+1 










4-1 


-4 


4-6 


-4 ' 


4-1 










4-1 


-4 


4-6 1 


-4 





-1 


4-5 


-10 


4-10 


- 5 


4- 1 








-1 


•4. 5 


-10 


4-10 


- 5 


4- 1 


1 






- 1 


4- 5 


-10 


4-10 


- 5 



Von großem Interesse sind zunächst 



die Glieder mit dem Faktor --(P^- <^P„). 

6 

Man ersieht leicht, daß bei der Differenzreihe 4. Ordnung und ebenso be- 
ziehungsweise bei der Differenzreihe 3. Ordnung die Glieder sämtlicher Reihen 
der gleichen Einflußlinie entsprechen, die sich nur bei jeder folgenden Reihe 
um den Abstand d der Vertikalstäbe vei-schiebt. 

Allgemein ist für die Differenzreihe 4. Ordnung 



(34). 



>• 


V 


V 


1 


- i('(,-o)» = - 1 











+ 5C^-l)»-4- 5 


— 15 


-f- 15 


- 5 


-10 ('^-2)» ==-10 


H-60 


-120 


H- 80 


-^ 10 C^ - 3)» = H- 10 


-90 


4-270 


-270 


- 5C^-4)» = - 5 


-f-€0 


-240 


-+-320 


4- lC^-5)« = 4- 1 


-15 


-f- 75 


-125 


2:= 
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^ Da die Snmme sämtlicher Glieder =0, so können Lasten, für welche 
'^>5 ist, keinen Einfluß auf die Reihe ausüben, ebenso wie Lasten, wofür 

'e<o. 

Die Einflußlinie ist daher durch die Werte '^ = und '^ = 5 begrenzt und 
gestaltet sich wie nachstehend skizziert 




Abb. 17. 
(Die elngMobiiebenen Ordlnatensahlen sind mit V«4 bv multiplizieren.) 

Bind die Werte 'q ganze Zahlen, wirken also die Lasten P nur an 
Stellen eines Vertikalstabes, so ist die Reihe 34: 

für '^ = 1 : — 1 "" ■" M 

'^ = 2 : -f- (5 — 1) • 8 — 15 • 4 -f- 15 • 2 — 5 • 1 "= "" ^ | rqi;^ 

'^ = 3 : - (10 - 5 4- 1) • 27 H- 45 - 9 - 105 • 3 -h 75 • 1 = 4- 3 I • ^^^^' 

'q = A: 4- 4 • 64 — 45 • 16 + 165 • 4 — 195 • 1 = + 1 ) 

Vergleicht man hiermit die DiSerenzreihen 4. Ordnung in der Tabelle 
Seite 30, so erkennt man, daß die Kräfte (Ph — 'fyPu) mit dem gleich großen 
Faktor in Rechnung treten, als die Kräfte (H-Ö)Z deijenigen Zwischen- 
vertikalen, an deren Stellen die Kräfte Pb — ^Pu wirken. 

Setzt man den Ausdruck 

{l^^)Z-h{Pb-^Pu) = S (36), 

so lauten die DiSerenzreihen 4. Ordnung 

-lÄ-3Ä4-3&-f-lÄ =0 

— lÄ — 3Ä-f-3Ä'4 4-l& =0 

- lÄ - 3Ä -f- SSi 4- lÄ = 



Diese Gleichungen sind erfüllt, wenn sämtliche Werte S einander gleich sind. 

Es ist dies auch der Fall, denn angenonunen die Werte S wären einander 
nicht gleich, so müßte doch sein Si = Sx-i; S$ = Sx-2'i .... da (wie später 
nachgewiesen wird) gemäß den Gesetzen der Differenzreihen 3. Ordnung die 
Werte S Funktionen von H sind und die Einflußlinie für H nach den Voraus- 
setzungen ein symmetrisches Polygon sein muß. 

Bezeichnet man einen beliebigen Wert S mit Sp und die folgenden mit 
^p4i> ^p4s • • • ^uid setzt man 

Ä'p+i =» Ä'p 4- dSi 

Ä'p+> = iyp4-^Ä4-ÄÄ, 

80 ist, da — l/8^p — SSp-^i 4- 3/8fp+> 4- lÄp+s = 0, 

^p+, = j^p — 3^Ä. 
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Würde nun etwa Sp-\-2 der Kraft an der mittleren Zwischenvertikalen ent- 
sprechen, so wäre Ä'p+i = /S'p+3 oder S^ -f- dSi =^Sp — SdSt, 

also dSi = — SdS'2 

Somit ^ird 

Sp = Sp 

Ä^p+2 = Sp — 2 «Ä 
Ä^p+8 = /8^p — 3dÄ 

Die weiteren Glieder ergeben sich wie folgt: 

Äp+3 = Ä^p— 11 «Ä 
S^$ = Sp-h 30 ^Ä 
Sp^Tz=Sp— V23dSi 
^p+8 s= iSTp -h 448 ^Ä 
>^p+9«Äp-1683«& 
u. s.f. 

Die Koeffizienten der Werte dSi zeigen eine rasche oszillierende Divergenz, 
welche den mathematischen Gesetzen, wie sie im bisherigen Verlauf der Ent- 
wickelung zum Ausdruck kommen, widerspricht. Denn die Grenzwerte wären 
-I- • und — 00. Da Ä und S\-i solche Werte nicht annehmen können, so muß 
dSi = sein und es werden sämtliche Werte S konstant, also 

Ä = & = &... = Ä-i (37). 

Für die Differenzreihe 3. Ordnung ist allgemein: 

-*- 1 C^ — 0)' = 4- 1 

-4('^— l)» = -4 H-12 — 12 -1-4 

4-6('(> — 2)»« + 6 —36 4- 72 — 48 

-4('^-3)» = — 4 +36 -108 -Mü8 

+ 1 Co — 4)' = -♦- 1 ~ 1 2 +48 — 64 

£= 

Es üben sohin Lasten, für welche '^<0 und 'e>4 keinen Einfluß. 
Die Einflußlinie gestaltet sich wie nachstehend skizziert. 




Abb. 18. 
(Die elDgeBcbriebenen Ordinatenzablen sind mit Ve« ZQ maltiplizleren.) 

Sind die Werte 'q Mneder ganze Zahlen, wirken also die Lasten P nur an 
den Stellen der Vertikalstäbe, so berechnet sich obiger Ausdruck 
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für '^ = 1 zu «-hl 

'(1 = 2»— 3-8H-12-4— 12-2 + 4-1 =-+-4 
'^ = 3 » H- 3 • 27 — 24 • 9 H- 60 • 3 — 44 • 1 == -I- 1 

Diese Zahlen sind wieder die gleichen wie diegenigen der Faktoren für die 
Größen (i 4- (^)Z. Es ist also 



-24 ^""f^""' d*£r4-^' (IS, 
9r 6 



4i8^H-i-+- liS^p+t) — 



und da nach Gl. (37): Sp = S^-^i = S^s = S, so ist 



Nach Gl. (36) aber ist Ä^ = (l 
Folglich 



• e)z-h(Pt-0Pu). 






(38). 



Man erkennt sofort die Art der Zusammensetzung dieser Kraft, wenn man 
einen gewöhnlichen Bogenträger in Vergleich zieht. Für Abb. 19 ist hierbei 

dx 

Aus der Gleichung der Parabel y = ^x(l — x) ist 



tga = ^^(.-2x); ^-^>: 






Folglich 



sf 



dH--P. 




Den gleichen Ausdruck erhält man für polygonartige Gurte, wenn die 
Polygonecken in einer Parabel liegen. 

Für die Differenzreihen 2. Ordnung ist allgemein: 



V 



- 1 (V - 0)« = - 1 
-f-3('^-l)»==H-3 - 9 

— 3Ce — 2)» = -3 H-18 
H-lCg-3)' = -f-l - 9 




-f- 9 
— 36 

4-27 



1 


- 3 

4-24 
-27 



0—6 

0, so üben sämtliche Lasten P, wofür 



J?« 

Da die Summe dieser Reihe nicht 
'(>>ü, einen Einfluß. 

Für die erste Differenzreihe 2. Ordnung läßt sich dieser Einfluß dadurch 
aufheben, daß man der Reihe obiger Glieder die Konstante 4-6 vorsetzt, da- 
gegen jedoch an Stelle des in der Tabelle Seite 30 sonst erscheinenden Wertes 

d» 2 I (Pft - ^P«) den Wert - d^^^-^ (P* ~ £^P«) einführt. Die Kurve der 
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Reihe G — 1 ((i — 0)' H- 3 (ß — l)» — 3 ((i — 2)"' -^- i (p — 3)' ist dann >vie nachstehend 
skizziert. Die durch die gestrichelte Verbindungslinie des Anfangs- und End- 
punktes abgeschnittenen beiden Kurvenäste verlaufen umgekehrt symmetrisch. 




p.o 



Abb. 30. 
(Dte eingeschriebenen Ordlnatenzahlea sind mit V64 bu maltiplizlereD.) 

Sind die Werte q ganze Zahlen, so berechnet sich der Ausdruck 

für(;«Ozu =-f-6 

C»=l»-f-6— 1 =4-5 

(# = 2 » 4-64-2-8 — 9-4-f-9-2 — 3=--f-l 



(1 -+- ^) y Z, 



Diese Zahlen sind wieder die gleichen Mrie die Faktoren der Größen 
Sohin ist: 

Und da nach Gl. (37) und Seite 33 : 
so wird 

Nun ist nach GL (36): 

^o' = (1 4- ^) Ä'-f- iPt - ^P.)o. 
PolgUch 

Zo=-4(?.-l)-^-^-^.-^fl^4--^-j-. ^^^ . . (39). 

Man erkennt, daß die Kraft Z/ nichts anderes ist als die Reaktion der 
Kräfte an sämtlichen Zwischenvertikalen 

Zo'^-S^-'^Z; denn -^^7^ = ^- 

Für die Differenzreihe 1. Ordnung ist allgemein: 

4-1Cp-0)« = 4-1 

— 2 Cc — 1)' = — 2 4-6 — 6 4-2 

4-1 Cp — 2)'=rH-l —6 4-12 —8 



2=0 4-6 —6 

Auch hier üben sämtliche Lasten, wofür '(,»>0 ist, einen Einfluß. 
Derselbe läßt sich für die erste Differenzreihe 1. Ordnung wieder dadurch 
ausgleichen, daß man der Reihe obiger Glieder das Glied — 6(e— l) vorsetzt, 
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wogegen an Stelle des sonstigen Wertes — 2"(A — l) ^ d^{Pb — 0P„) der Wert 

— d*£^^{Pt-'^Pu) zu treten hat. Die Kurve der Reihe — 6(ß-l)H- 1(^—0)' 

— 2 (^ — 2)'-f- 1 (^ — 3)' ist dann wie nachstehend skizziert. Die Kurve hat in 
bezug auf die Verbindungslinie des Anfangs- und Endpunktes symmetrische 
Ordinaten. 




9-0 1 

Abb. 31. 
(Die eiDgesohrlebenen Ordlnatensablen sind mit 764 ZQ maltlplizteren ) 

Sind die Werte q ganze Zahlen, so berechnet sich der obige Ausdruck 

für ^ = zu 4- 6, 
» ^= 1 » -I- 1. 

Also ist wieder Uebereinstimmung mit den Faktoren der Werte 

vorhanden. Sohin ist entsprechend dem früheren: 

■^- 



^^lh^l(^f^^ef^)^H-{i-^o)d'Wo-^^^-{eSo'-hiSi) 



und nach Einsetzung der Werte für So und Si 

+ ''\"'-(/'^-H0/;«)5fl~(i 4-«) awo -[4(1-1) -!](/*. 4-^/^^ 

Hieraus 

aWo = H-y-^^---^^-H-3^,- y:^^ H. . . , (40). 

Hiermit sind für den Fall, dals die Lasten nur an den Stellen der Verti- 
kalen wirken, die Reihen der Tabelle Seite 30 völlig ausgenützt. 

Für den allgemeinen Fall, dals q beliebige Zahlenwerte annehmen kann, 
daß also die Lasten P auch zwischen den Stellen der Vertikalen auf die Bogen- 
träger wirken können, bedarf es noch der Betrachtung der Ausgangsreihe. 

Hierfür ist 

— 1 Ce— 0)» = — 1 

H-l(V-l)« = H-1 -3 -f-3 -1 

£ = —3 -f-3 —1 

Stellt man analog dem früheren die Reihe 

H-3e'- 3(^-4-1- l{Q-Oy-hl{(f-iy 

3* 
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her, wHhrend die Differenz in den übrigen Gliedern ausgeglichen wird, so er- 
scheint in der ersten Ausgangsreihe anstatt des Ausdruckes 

^'2[(3l(A~l)-hl)f-34.(i~(.)](P.-I^P„) 
der Ausdruck _ 1' y ^"J? f p —ep) 

6 X 

(denn 3(i-l)(i + -J-3e(^-^)-3^»H-3(>-l = -- -^^) . 

Die Reihe 4- 3^* — 3e 4- 1 — 1 ((?— O)' -h 1 iv—lY läfst sich einfacher schrei- 
ben. Nach den Entwicklungen Seite 28 — 29 für den Faktor %p der Gröfse 
(Pb — OPu) gilt der Ausdruck ((> — 0)=» für alle Werte {f von bis 1—1 und Ifilst 
sich sollin mit den Gliedern -+- 3(>* — 3(i4- 1 verbinden, so dafs sich hiermit 
— {if—iy ergibt Das letzte Glied -*- (j>— 1)^ obiger Reihe dagegen gut nur für 

Werte q von 1 bis 1—1. Es ist sohin 

4-3^» — 3^+ 1- l((>-0)'-f-l((»- 1)' 

0<P<X-1 1<P<X-1 

Man erkennt, dafs dieser Ausdruck für Werte 1 < p < 1 — 1 den Wert 
annimmt und nur für Werte < ^ < 1 bestehen bleibt Die dementsprechende 
Kurve ist nachstehend skizziert. 



P-o — ' '"^ — 1 

Abb. 33. 
(Die eingeschriebenen Ordlnatenzahlen sind mit Ve« <n maltlpltzieren.) 

Die der ersten Ausgangsreihe entsprechende Gleichung lautet daher 
?^ (A. + OfJ) ^; ff _ (1 + ö) .^ SK. + (1 4- *) ^ Z.'- ^ V ^-^(A-«P.) 






oder, da d = y , 



l 



A l + iT qA1+i7 






Sind die Werte q ausschließlich ganze Zahlen, so ist 

A 1 + Cr i^l + Cr 

Der Zuwachs, den die linke Seite dieser letzteren Gleichung dadurch er- 
fahren würde, dals die Lasten P auch zwischen den Stellen der Vertikalstäbe 
an den Bogenti-ägem wirken können, beträgt sohin 

-a[(i-^)-(i-,)']^-^^''- — iip(i_^)(2_p)^-^«' 

und ist in der nachstehenden Abbildung durch die schraffierte Räche dargestellt 
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Mit dieser Erörterung sollte zunächst nur angedeutet werden, wie sich der 
Einfluß der Lasten, welche zwischen den Vertikalstäben unmittelbar auf die 
Bogenträger wirken, gegebenen Falles berücksichtigen lälst. 




Abb. 38. 

Im Nachfolgenden dagegen sollen nur solche Lasten P angenommen wer- 
den, die an der Stelle eines Vertikalstabes wirken, wofür also 

(* ei ne ganze Zahl. 
Hierfür ergaben die Gleichungen (38), (39) und (40): 



^' = ~4(A-l)^*-"J^^- 



X-li 



H^2 









{Pb-»Pu)p 

1 +> 



In den Momentengleichungen (27) erscheint der Ausdruck —£Zp{x—Qd). 



Nach Einsetzung obiger Werte für Zo und Zp wird 



-i^p'(x-(.d) = [*-^-^-|^^^ff((l-l)x-2i(x-ed))] 



(41). 



Man erkennt nun sofort, dals der zweite von P abhängige []-Au8druck 

nichts anderes ist als —'^ --^-^ . 

1 + ^ 



b- 



PLp.^ 



Abb. 24. 



Für den von H abhängigen ersten []- Ausdruck ist, wenn (entsprechend 
Abbildung 24) x = g^d gesetzt und mit e der Abstand der Stelle Qx von der 
unmittelbar vorhergehenden Knotenstelle g bezeichnet wird: 






Denn ftlr parabolische Form der Bogenträger, wie sie vorausgesetzt wurde, 
ist bei der Scheitelhöhe fm 

*[: ex (i - i>,) = A tmd *[^ '"^7'> = «A. 
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ßohin ist 



-|z,.(«-,.-^^-^('^-)fl-»<^--f!fc . . («). 




Nach Gleichung (40) ist 908, = + ' . • f^^^_^ ^ 

Sohin wird das Moment des oberen Bogenträ^ers aus Gleichung (27): 



Es ist aber SU —, — -^ ^ ^0 — ^ — -^^ » - — 

Femer ist, da ^ = ^ und ^ = -^ , 

fm fum fum fbm 



» 



m 



Folglieh ist- 

-H i». = -,4^(üK, - (A - A) H) + '^,-^*;"- (^. - ^') ^ 

Ebenso entwickelt sich ) . (43). 

Hieiinit sind die Momente der Bogenträger auf eine einzige statisch Unbe- 
stimmte F, welche den gemachten Voraussetzungen zufolge zugleich auch die 
einzig statisch unbestimmte Axialkraft darstellt, zurückgeführt. 

Zur Entwicklung von H setzt man zweckmäßig 

A-A = ^/und(/5.^-^A.)(^,-^^f^) = a/. 
Man erhält dann 

Setzt man diese Werte in die nach hH abgeleitete Arbeitsgleichung (26) 



Ü 

ein, so erhält man 
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-^f[{»ß-a)^{(i-ta)]f3R,dx-h[{l'heyCl-^j[{9(i-ay 
u 

-^ & {ß^ ay]f* ' dxl' H= 
i i 

^fßfm,dx -♦- Ä [(1 + ^) CZ -f-J(^ (f^/)» -f- («/)») dxl « 



u 

(1 +^) Ol + d'/ißn^dx +^{af)^dw 






und nach Wiedereinsetzung der Werte für (i und «, sowie des Wertes für C aus 
Gleichung (25) 




Aeid- 
d« 




Es ist aber naeh Seite 18 








jfTi,dx = ^,£x{l'-x){l'-^x{l- 




-x))P, 






1 










Außerdem ist 








/ U i 


i 







f(i-'"J-)'.._l/(,--«-)-...'./(-L.«-T.. 



45 45 



Somit wird 



i J!,»(i-«)(z>+»«-«)) 
H ? ^- 1 . . (44). 

Hiermit ist nun auch die letzte statisch Unbestimmte in eine leicht zu hand- 
habende Formel gefaßt ftlr den Fall, daß die Lasten P nur an den Stellen x 
der Vertikalstäbe wirken oder durch Zwischenkonstruktion auf diese Stellen im 
einfachen Hebelverhftltnls übertragen werden. 

Die Einflußlinie ftlr H ist ein Polygon, dessen Ecken an den Stellen der 
Vertikalstäbe liegen. Der geometrische Ort der Eckpunkte ist eine biquadra- 
tische Parabel. 

Wirken die Lasten P auch zwischen den Stellen der Vertikalstäbe unmit- 
telbar auf die Bogenträger, so daß innerhalb der Grenzen und l 

g eine beliebige Zah l , 
dann treten Zusatzkräfte auf, deren Berechnung auf Seite 36 angedeutet wurde. 
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Eine aDgemeine Entwicklung dieser Zusatzkräfte würde hier zu weit führen. 
Um jedoch ein Bild davon zu geben, nach welchen Gesetzen dieselben wirken, 
mögen nachfolgend die Ergebnisse der Ermittlung für den Fall, daß das Träger- 
system nur eine einzige Zwischenvertikale besitzt, angeführt werden. Selbst- 
verständlich befindet sich diese Zwischenvertikale den Voraussetzungen ent- 
sprechend in der Mitte zwischen den Trägerendpunkten, und es ist 1 = 2. 

Zur möglichst übersichtlichen Gestaltung der folgenden Formeln erscheinen 
in denselben die Verhältniszahlen 

(» = — , umfassend sämtliche Laststellen links der Trägermitte von sc = 
bis a? = - , im Verhältnis zur halben Stützweite (Fachweite) aus- 
gedrückt; 

(/ = — -* , umfassend sämtliche Laststellen rechts der Trägermitte von 

x = / bis 03 = - , im gleichen Verhältnis ausgedrückt; 
P' = ^—^ zur vereinfachten Schreibweise. 
Es ist dann 

d^.=i:[c>(i-(?)(i-2^)p'] + i[^'(i-e')(i-2cOn 



Die beiden Aeste der Einflußlinie der Zusatzkraft ^Zi sind kubische Pa- 
rabeln. Denn der Ausdruck q{\—q) entspricht der Parabelform und der Faktor 

,-2ß = »ie^'>. 

(Vergl. Seite 18 der eingangs erw&hnten Schrift.) 

«Ä>'=-|i[p(i-p)'P'J--;-i:[e(J-e)(i-2p)p'] + -;-ife"(i-p')p'] 

* * * 

«5». = -{ i- [(*«(! -t.) + 4e(i -t*)')p'] + j lk"(i -^)n 

»0 * 

Auch die Ausdrücke g'^ii—g) und p(l— e)* lassen Beziehungen zur kubi- 
schen Parabel erkennen, denn 

^(l-p)(l~2e) = (i(l-C>)*~^'(l-p). 

Zur Kontrolle der Richtigkeit der Gleichungen für ^Z^y dZo und dSWo 
können die Gleichungen 

dZx'=^-{dZo'-hdZx) und dgjlx= ^aWo -i(«2Jb' + |«-Za) 

dienen. Man erhält hieraus die Ausdrücke ^Zx' und ÄÜKx in gleicher Form wie 
die Ausdrücke dZo und ^ü)io, nur sind die Größen g und g' vertauscht. 
Von Interesse ist der Einfluß der Zusatzkräfte auf die Größe H. 
Das durch die Kräfte ^ÜHo und dZ veranlaßte Zusatzmoment zu -i- SW* und 
-4- a», ist 

1 
^ÜRt = aSKo --£dz{x — gd) = -h ^ÜR 
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Der Nenner der Gleichung (44) für H bleibt der gleiche. Der Zähler erhält das 

ZusategUed -J«gj} (^'-*^")dx. 
6 
Nach Seite 88 ist 

Sohin ist ^ — ^ = -h «/, und das Zusatzglied des Zählers ist 



Da aber nach Obigem ^9Jl = ^TOo — dZo'x — dZi {x — d), so ist 
/ / / / 

f(«/) «g» da; = «ÜJlo fiaf) dx - ^Zi' j{mf)xdx-dZiJ{af) (x-d) dx. 

u b d 

Nach Seite 38 ist 

.^-(/l.+ »W(^-t.)_(,„H-»/_)(^--Jt;*). 
Da hier iL = 2, so wird 

Entsprechend der Form des Ausdruckes für af ist aber 

/ d 

f{af)dx = 2f{af)dx^ ^-^f^'''' [\-S^2]d = 



u 
d 



j{af) xdx = j{af)x'dx H- j{af){x-{-d)dx==2J{af) xdx + d f{af) dx 



8 L^ 2 J 

Ebenso ergibt sich f{af) (x — d)dx = 0. 

d 

Das Zusatzglied des Zählers von H, veranlaßt durch die Kräfte düRo und 
dz, ist sohin = 0. 

Ein weiteres Zusatzglied zum Zähler entsteht indes aus folgender Er- 
wägung: 

Da nunmehr sämtliche Lasten unmittelbar auf die Bogenträger wirken 
können, so ist es klar, daß der Zähler der Gleichung für H, wie er in Glei- 
chung (44) erscheint, nicht mehr wie dort ein Polygon, sondern eine Kurve 
(biquadratische Parabel) zur Einflußlinie hat. In der Gleichung (42), aus welcher 

die Gleichung (44) hervorging, enthält das zweite Glied - "" ^ nur solche 

Lasten, welche an den Stellen der Vertikalstäbe wirken. Soll dieser Ausdruck 
nunmehr auch die zwischen den Vertikalstäben unmittelbar auf die Bogenträger 
wirkenden Lasten umfassen, so muß die Differenz in dem Zusatzgliede 

-d£Z(fix-Qd)==-^ \^^ -^ 
berücksichtigt werden. 
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Zur Vereinfachung der Schreibweise sei 

Es ist dann die Zusatzarbeit abgeleitet nach ^Hi 




Abb. 36. 



Für Lasten sc < — ist gemäß vorstehender Abbildung 

«U— «) » 3« ae(I— 3«) 



sohin 



12 1 i 

l-3«p a;U--3je) t-2jBp 



«, 



wenn die Last rechts von x steht, also scp > sc und i/p = *** ~ — , wenn die Last 
links von x steht, also wenn acp < x, 

l xp d 

f(itf)vdx=^ — j'-^ f{uf) xdx + ^ f(af) (l~2x) dx 

u xp 



d — «p 



'- f{af) xdx -f- ^ TC«/^) (d - x) dx 
u «p 

^\{af)xdx-\-Xp l{otf) dx — ^ l{af)xdx. 



Nach Seite 41 ist 



/= r^+ */-.- [-«'- i'j t ?l'] ; wofür hier e = x. 

d d 

Femer ist j{af)xdx = und l{af)dx==0; es bleibt sohin 





xp 



r(a/) ^dx= Haf) {x — «p) dx 
u u 

= ^7*— [ "?' - 2da^p' + ; a'p' - <*''»P' + ä'^'^p' - 2a!p*] 



__A=^^y.-(^_^^),^^,__/U^._J/'«.(j_2^^),^,. 
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Für LaÄten x> - braucht man nur, wie aus obigem Entwicklungsgänge 

hervorgeht, (/ — acp) für Xp einzusetzen, und man erhält 
/ 
f{af) vdx = - ^*-^^ (l - 2x,y {l - x,y. 

u 

So ergibt sich für 11 » 2 
! il i 1 (44a). 



*'(i^iJ*Ä^-''-'**i8b<^**''-->' 



(Hierin ist P = P» + P«.) 

Die von den Werten ^^— -f-^--*- und ^^-^^|'^^-^)' abhängigen EinflußUnien 

der Zusatzkräfte sind gleichfalls biquadratische Parabeln, welche sich von der 

biquadratischen Parabel der Hauptkraft, wie sie in dem Werte ""^ — "^^ """^ 

zum Ausdruck konmit, nur dadurch unterscheiden, daß die Abszissenachse x 
nicht durch die Wendepunkte der Kurve, sondern durch die Punkte des Ordi- 
natenminimums geht und durch letztere Punkte begrenzt ist. Die Gleichung der 

biquadratischen Parabel lautet hierfür (nach Seite 16) y = — — (a5(i— «))'. Man er- 
kennt die Uebereinstimmung des Wertes {x{l—x)y mit den Werten (f— 2aß)'2c' 
und {l—2xy{l'-xy, wenn man beachtet, daß letztere Werte (wie aus dem Ent- 
wicklungsgange hervorgeht) beide übereinstimmend = 4(d— aß)'sc' gesetzt werden 
können, wobei indes für die linksseitige Trägerhälfte die Werte x vom linksseiti- 
gen, für die rechtsseitige Trägerhälfte dagegen die Werte x vom rechtsseitigen 
Stützpunkt ausgehend genommen werden müssen. 

Sohin setzt sich die Einflußlinie von H für die Belastung des oberen 
Bogenträgers aus der Summe, für die Belastung des unteren Bogenträgers aus 
der Differenz der Ordinaten zweier biquadratischer Parabeln zusammen. 

b) Polysoiialer Doppelbogenlriser. 

Der geometrische Ort der Polygonecken der Bogenträger sei die Parabel. 
Die vereinfachenden Annahmen Seite 24 sollen auch hier gelten. 

Vorausgesetzt sind Kräfte, welche nur an den Stellen der Vertikalstäbe 
(in den Polygonecken) wirken. 

Es ist klar, daß die Größen Z^ und Zo dieselben bleiben wie bei parabo- 
lischer Bogenform. Dagegen ändert sich der Ausdruck für 9Jlo. 

Der Faktor g^ der Größe H (Seite 26) erhält den Zusatzwert 

d%H = -f- r f9f{x -{p-^-l) d) dx - fdfix - vd) dx\ . 

ü 

Hierin ist ^f^f—f^^ wenn mit / die Ordinate der Parabel und mit /« die 
Ordinate des Polygons bezeichnet wird. 



Nach Früherem ist df=^~L^e{d — c). 
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Hiermit wird «S//= — -^"d* (2^-1-1) 
und gemäß früherem Entwicklungsgange 






Hierin ist 

f^ = /•fr«, wenn der obere Bogenträger polygonal, der untere parabelförmig, 
/;, = »f„^^ wenn der obere Bogenträger parabelförmig, der untere poly- 
gonal ist; 
fm = fbm H- »'^/'«m, weuu beide Bogenträger polygonal sind. 

In letzterem Falle ist also 9Ro ^ 0. 

In den Ausgangsformeln (27) für TOt und ÜJJ„ sind nunmehr anstelle der 
Werte fb und fu die Werte fbe und bezw. /*„« einzusetzen, wenn der obere Bogen- 
träger und bezw. der untere Bogenträger polygonal ist. 

Die Ergebnisse der Rechnung lauten: 



1. Oberer Bogenträger polygonal, unterer Bogenträger 
parabelförmig. 






1 
1 + ;^ 



9U?, 



{ifb. - fu) - (^, A- - ( A - A))) HJ 



"Slp - (( A- - A) 4- ö (^^^ , /•«. - ( A - /«))) ^] 



^-ixi... 






^'[^fc"^^«] -^^^/^-A«»)'- J^4[3/'6-.((rw-r«-)(ft^'+i)-8A-.)-^r-«.»] 



(45). 



2. Oberer Bogenträger parabelförmig, unterer Bogenträger 

polygonal. 



9W6 = 
5»« = 



1 + ,^ 

1 
1 + 5- 



K - (( A - /-) - i- {^\, A« - ( A - A.))) h\ 
'^P - ((A - A.) -f- (3V3 /*" - (^^ - ^^'))) ^] 



Z^ = ^x 



i xil-x)il^-^x{l-x)) ^xil-x) 

ifbm-fum) 2 -^ - P + Am 2" ^j^," P 



' 'l^Ml,-f)-',^r'--M^ 



(46). 



3. Beide Bogenträger polygonal. 



9W« = j^[»?p-(^-A-)fl] 



JJ = 






-,( 



a+i)(i-i), 



J' 



i+* 



*(ii*;.)%>-'-(-TS-) 



(47). 



Digitized by 



Google 



— 45 — 



c) Qrenzfllle. 



1) Für ^ = 0, d.i. ©6 = 0, ist aJi^^O. Gleichzeitig ist ^6 = 0, sohin 

H=0 und 3««= SB,. 

2) Für ^=00, d.i. 0„ = O, ist aR« = 0. Gleichzeitig ist Fu = 0, sohin 

H=0 und SDU = 3n,. 

3) Für X = oo fallen die GUeder der Gleichungen für aHt, SDi« und H, 

welche den Faktor ^ bezw. y^ haben, hinweg. 

In diesem Falle werden die Gleichungen für ÜR^, 5W„ und H bei paraboli- 
schen und bei polygonalen Bogenträgem identisch. 
Es ist sodann 

^* = i7^ (5», - (A - /•-) ff) und ÜW„ = -^^ (3«, - (A - /„) B). 

Hierbei ist vorausgesetzt, daß die in unendlich kleinen Abständen aufein- 
ander folgenden Vertikalstäbe keinen Zusammenhang miteinander haben. 

Sind die in unendlich kleinen Abständen aufeinander folgenden Vertikal- 
stäbe steif miteinander (und mit den Bogenträgem) verbunden, dann gelten wohl 
die Gleichungen 

a»„=^-^^(an,-(A-/.)j?) und a)?. = ^-(üR,-(A-/L)Ä), 

jedoch die Größe H wird von der Momentenstelle abhängig und mit dieser va- 
riabel. , 

Allgemein ist die Spannung <Si am oberen Rande des oberen Bogenträgers 






Die Spannung <jf am unteren Rande des unteren Bogenträgers 






wenn Sß^ und 3B« die entsprechenden Widerstandsmomente bezeichnen. 

Setzt man aSB^ = — ; SB« = — und zur Veremfachung /; — /;. = /; so ist 

»16 n« 

i I, m 

T">' 1 \ 

Abb. 27. 

In bezug auf die Schwerpunktsaxe (neutrale Axe) ist gemäß vorstehen- 
der Abbildung 
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und e=e, + e,+p, (ff)* + f, {{i-H)f)* -©.+©.+ ä^/'- 

Da noch «u = m — fi/" nnd «« =• n — (l — /«)/, so ist 
*' ^ ~ ^1# - F^ f) f^® ~ "^f^"^ B~{n- (,f) F, aW,] 

Für steife Ausfüllnng zwischen den beiden Bogenträgem ist 

(Fl = 1- nnd <Jf = -+- -^ . 

Ans beiden Gleichungen für <fi wird 

(0 - mfF.) H^F, [m/ *:^'"^-] SR, 
oder ff= + ^rg|5^ 

Ffif ist das statische Moment des Querschnittes, bezogen auf die Schwer- 
punktsaxe des Tragsystems, = S*, folglich 

wenn A' = -^ bezeichnet. 

Denselben Ansdrack erhält man aas den Gleichungen für <ff. 

Die Größe A' stellt den Abstand des Zug- und Druckmittelpunktes eines 
frei gestützten einfachen Balkens dar, von welchem bei der Betrachtung ausge- 
gangen worden war und auf welchen nunmehr der Bogenträger wieder zurück- 
geführt erscheint. 

Nürnberg, im Januar 1904. 

Ludwig Preytag, 

Oberingenieur. 
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